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基于无结构化网格浅水方程的隐式解法

唐 岳 灏

（长江工程职业技术学院，湖北 武汉 ４３０２１２）

摘要：为提高有限体积法计算浅水方程的数值稳定性，采用 Ｒｏｅ方法近似 Ｒｉｅｍａｎｎ解计算界面通量，利用 ＴＶＤ

－ＭＵＳＣＬ格式对守恒变量进行重构，推导并建立了高效的隐式计算格式。该格式基于无结构化网格，将计算

精度提高到二阶，使用面积加权计算流速梯度，对坡底梯度的处理满足静水平衡要求。为在时间积分上采用

隐格式，又导出了控制方程的雅可比矩阵全解析形式，并采用牛顿 －拉夫逊方法进行迭代求解。通过对溃坝

算例的对比分析，验证该方法的稳定性、和谐性和高效性，同时也证明该算法具有捕捉溃坝激波问题的能力。
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　　用有限体积法计算浅水方程时，目前绝大部分基
于无结构网格的数值方法都使用显格式。显格式比隐

格式在程序编制上要简单，但由于受到 ＣＦＬ条件限
制，计算的时间步长一般较小，计算效率受到影响。另

外，由于源项的非线性性，显格式的数值稳定性也受到

影响
［１－２］

。隐格式则在计算稳定性上要比显格式优

越，另外由于不受 Ｃｏｕｒａｎｔ数的限制，隐格式还可以和
自适应网格技术有机结合

［３］
，在激波发生的区域加密

网格，有效捕捉激波的传递。目前国内学者在隐格式

问题上探讨不多：卢康明
［４］
等应用算子分裂法剖分浅

水方程，建立了隐式格式的通量计算；杨彬
［５］
利用 ＬＵ

－ＳＧＳ技术，对隐式算子做近似因式分解，构建稳定高
效的隐式算法。本文尝试在二维浅水方程的基础上，

利用无结构的三角形网格，建立一个 Ｇｏｄｕｎｏｖ型具有
二阶精度的全隐格式算法。这种隐格式基于Ｒｏｅ的近
似黎曼问题解，在理论推得方程的雅可比矩阵的基础

上，采用牛顿 －拉夫逊方法（Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ）进行迭
代求解，具有收敛快、稳定性好、精度高的特点。

１　基本方程

具有守恒形式的二维浅水积分方程可表示为
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ｘ
ｎｘ＋ｈ

ｕ
ｙ
ｎｙ，ｈ

ｖ
ｘ

ｎｘ＋ｈ
ｖ
ｙ
ｎｙ］

Ｔ
；Ｈ＝［０，ｇｈ（Ｓ０ｘ－Ｓｆｘ），ｇｈ（Ｓ０ｙ－Ｓｆｙ）］
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（ｖ２ｈ＋１
２
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Ｔ
。ｇ为重力加速度，ｔ为时间，ｈ为平

均水深，ｕ和ｖ分别表示沿 ｘ和 ｙ向的流速；ｎｘ和 ｎｙ为
指向界面外的单位向量在 ｘ和 ｙ方向的分量；Ｕ为守
恒变量；Ｆ是通过界面 Ｓ的通量，包含无粘黏通量 ＦＩ

和黏通量 ＦＶ；υｔ是水的动涡流黏滞度；Ｈ是源项，Ｓ０ｘ，
Ｓ０ｙ是 ｘ和 ｙ方向的底坡坡度，分别为 Ｓ０ｘ ＝－ｚ／ｘ和
Ｓ０ｙ ＝－ｚ／ｙ；Ｓｆｘ和 Ｓｆｙ为底坡的摩擦力，可用曼宁公

式计 算，即 Ｓｆｘ ＝ ｎ
２ｕ ｕ２＋ｖ槡

２ｈ－４／３，Ｓｆｙ ＝ ｎ
２ｖ

ｕ２＋ｖ槡
２ｈ－４／３，ｎ为糙率。方程没有考虑 Ｃｏｒｉｏｌｉｓ力和

风力的影响。

２　数值离散

式（１）运用 Ｇａｕｓｓ公式，将体积分转换为沿控制体
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边界的线积分，则有

Ωｉ
Ｕｉ
ｔ
＝－

ｊ＝ｋ（ｉ）
（ＦＩｉ，ｊ－υｉＦ

Ｖ
ｉ）Δｌｉ，ｊ＋

ＨｉΩｉ ＝－ＲＨＳ（Ｕｉ） （２）
　　所有守恒变量均设置在网格单元中心，因此 Ｕｉ指
守恒变量在单元 ｉ的平均值。Ωｉ指单元 ｉ的面积，ｋ

（ｉ）指紧邻单元 ｉ的单元数，ＦＩｉ，ｊ是从 ｉ单元到 ｊ单元的

无黏性通量，Ｆｖｉ和Ｈｉ分别是单元ｉ内黏性项和源项的
平均值。Δｌｉ，ｊ是 ｉ，ｊ单元边的长度。ＲＨＳ统指方程的
右端项。

２．１　无黏性通量计算
基于 Ｇｏｄｕｎｏｖ格式求解浅水方程的不同方法，主

要差异在于为求解黎曼问题而构造不同的网格单元之

间交界面的通量计算格式。若采用黎曼问题近似解的

Ｒｏｅ格式，其无黏性通量可计算如下。

ＦＩｉ，ｊ＝
１
２
［ＦＩ（Ｕ＋ｉ，ｊ）＋Ｆ

Ｉ
（Ｕ－ｉ，ｊ）－｜Ａ｜（Ｕ

＋
ｉ，ｊ－Ｕ

－
ｉ，ｊ）］

（３）
式中，｜Ａ｜＝Ｒ·｜Λ｜· Ｌ为无黏通量雅可比矩阵的大
小；Ｕ＋

ｉ，ｊ和 Ｕ－
ｉ，ｊ分别是 ｉ、ｊ界面左右的状态变量；Ｒ和 Ｌ

分别为通量雅可比矩阵 Ａ（Ａ＝ＦＩ／Ｕ）的右和左特
征值矩阵。｜Λ｜为矩阵 Ａ特征值绝对值的对角矩阵，
｜Λ｜＝ｄｉａｇ［｜λ１｜，｜λ２｜，｜λ３｜］，其中λ１＝ｕｎｘ＋ｖｎｙ，

λ２ ＝ｕｎｘ＋ｖｎｙ－ｃ，λ３＝ｕｎｘ＋ｖｎｙ＋ｃ。ｕ，ｖ以及ｃ为Ｒｏｅ
定义的通过单元界面的平均流速和波速，具体计算公

式可参见文献［６］。

２．２　二阶精度构造
数值处理中的一个关键就是决定界面处左侧和右

侧的黎曼状态。对于一阶精度的 Ｇｏｄｕｎｏｖ格式，一般
可假设整个单元内的守恒变量都是常数。即单元 ｉ内
Ｕｉ＝０。这也意味着对于单元 ｉ的所有边 ｊ，都有
Ｕ－
ｉ，ｊ＝Ｕｉ。为了达到二阶精度，可以采用 ＭＵＳＣＬ格式
或变量外延的方法，即将守恒变量用分段线性进行重

构，有

Ｕ（ｘ，ｙ）＝ＵＣ ＋ΦＵＣｒ （４）
　　此处 ｒ为单元中心 Ｃ到单元内任一点（ｘ，ｙ）的
向量；ＵＣ为单元中心 Ｃ处的守恒变量；Ｕｃ为梯度向

量，一般可以用格林 －高斯公式或利用周围单元中心
点的守恒变量采用加权回归法来确定。Φ为限制器，
用于控制间断流体处的数值震荡。因此只要 Φ≠ ０，
公式（４）就为二阶精度。限制器 Φ有多种选择，例如

Φ ＝ｍｉｎ（ｍａｘ［ｍｉｎ（βｒｊ，１），ｍｉｎ（βｒｊ，β）］）
　ｊ＝１，２，３ （５）

　　 β在１和２之间取值，若 β＝１，则为广泛使用的

Ｍｉｎｍｏｄ限制器，β＝２时，则变为Ｒｏｅ定义的 Ｓｕｐｅｒｂｅｅ
限制器。

２．３　源项处理
在现实中，对于主要由重力驱动的浅水流动，地形

处理成为模拟成败的关键因素
［７］
，不合理的数值处理

往往出现静水条件下的虚假流动。其主要原因在于采

用有限体积法离散方程时，为将方程写成守恒形式，把

水位梯度项分解成静水压力项和底坡项。在静水条件

下，静水压力梯度项和底坡项在控制体内往往不能严

格抵消，这样两者的平衡被打破，产生虚假流动，即在

静水条件下，流速不为零，且水位不再为常数。本文采

用 Ｋｕｉｒｙ［８］推导的底坡处理方法，即当采用三角形网格

时，有 Ｓ０ｊ＝－
ｚ
ｊ
＝１
２Ａ
［（ｊ２－ｊ３）ｚ１＋（ｊ３－ｊ１）ｚ２＋（ｊ１－

ｊ２）ｚ３］，（ｊ＝ｘ或 ｙ）。若定义 （ｘ１，ｙ１，ｚ１），（ｘ２，ｙ２，ｚ２）
和（ｘ３，ｙ３，ｚ３）分别为单元 ３个顶点的空间坐标，Ａ为
单元 面 积，则 用 三 角 单 元 的 等 效 水 头 ｈｅｑ ＝

ｈ２１＋ｈ１ｈ２＋ｈ
２
２

槡 ３
来计算静水压力，静水平衡条件是能

够满足的。此处 ｈ１和 ｈ２分别代表单元顶点 １和 ２的
水头。

２．４　黏通量

黏通量 ＦＶ的计算需要计算速度的梯度，这主要是
针对单元的界面而言。通过界面的速度梯度可以用加

权面积平均来计算
［３］
，例如

ＵＡＢ ＝
１
ΩＡＦＢＥ

（ΩＡＢＦＵＡＢＥ ＋ΩＡＢＥＵＡＢＦ） （６）

式中，假设 ＡＢＣ和 ＡＢＤ为两个相邻的三角单元；Ｅ和
Ｆ分别是两个三角形的形心；ＵＡＢＦ和ＵＡＢＥ

分别是

沿路径 ＡＢＦ和 ＡＢＥ的梯度向量，可用奥高公式求得。
Ω表示面积。

２．５　时间积分
将公式（２）重写为
（ＵΩ）ｉ＋１ｉ －（ＵΩ）ｔｉ

ｔ
＝－［αｔＲＨＳ（Ｕ

ｔ＋１
ｉ ）＋

（１－αｔ）ＲＨＳ（Ｕ
ｔ
ｉ）］ （７）

式中，αｔ为控制计算格式的参数，当αｔ＝０，１．０和０．５
时，式（７）分别为一阶精度的显格式、一阶精度的隐格
式和二阶精度隐格式。本文取 αｔ ＝０．５。由于方程
（７）是非线性方程组，若能理论推得该方程的雅可比
矩阵，则可以利用具有二阶收敛速度的牛顿拉夫逊方

法进行迭代。以下为方便推导，假设某三角单元编号

为０，其周围单元编号分别是 １，２和 ３，则利用式（７），
单元０求解 ｔ＋１时刻的迭代过程可展开写为

２８
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ｆ（Ｕｉ＋１ｉ ｜
Ｓ
ｉ＝０．３）＝Ω０

Ｕｉ＋１０ ｜
Ｓ－Ｕｉ０
Δｔ

＋

［αｉＲＨＳ（Ｕ
ｉ＋１
ｉ ｜

Ｓ
ｉ＝０．３）＋（１－αｔ）ＲＨＳ（Ｕ

ｔ
ｉ｜ｉ＝０．３）］＝０

（８）
式中，下标 ｉ表示单元编号；上标 ｓ表示第 ｓ次迭代；ｔ
为计算的时间步。为简写方便，下文将 Ｕｔ＋１０ ｜Ｓ写为

Ｕｔ＋１０ 。根据 Ｒｏｅ通量的表达式，ｔ＋１时刻的 ＲＨＳ可具
体展开表达为

ＲＨＳ（Ｕｔ＋１０ ，Ｕ
ｔ＋１
１ ，Ｕ

ｔ＋１
２ ，Ｕ

ｔ＋１
３ ）＝０．５［Ｆ

Ｉ
（Ｕｔ＋１１ ）＋

ＦＩ（Ｕｔ＋１０ ）－｜Ａ０，１｜（Ｕ
ｔ＋１
１ －Ｕｔ＋１０ ）］Δｌ０，１ ＋

０．５［ＦＩ（Ｕｔ＋１２ ）＋Ｆ
Ｉ
（Ｕｔ＋１０ ）－｜Ａ０，２｜（Ｕ

ｔ＋１
２ －

Ｕｔ＋１０ ）］Δｌ０，２＋０．５［Ｆ
Ｉ
（Ｕｔ＋１３ ）＋Ｆ

Ｉ
（Ｕｔ＋１０ ）－｜Ａ０，３｜×

（Ｕｔ＋１ －Ｕｔ＋１０ ）］Δｌ０，３ －［Ｈ０（Ｕ
ｔ＋１
０ ）＋υｔＦ

Ｖ
０（Ｕ

ｔ＋１
０ ）］Ω０

（９）
符号含义同前文。根据泰勒级数展开公式，包含多变

量 ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝的非线性方程 ｆ展开为

ｆ（ｘ＋Δｘ）＝ｆ（ｘ）＋
ｊ

ｆ
ｘ
Δｘ＋Ｏ（Δｘ２）

≈ ｆ（ｘ）＋Ｊ（ｘ）Δｘ （１０）
式中，Ｊ为方程 ｆ的雅可比矩阵。用牛顿拉夫逊方法
求解 ｆ（ｘ）＝０，第 ｓ次迭代过程可写为

ｘｓ＋１ ｘｓ－Ｊ－１（ｘＳ）ｆ（ｘｓ） （１１）
由此，根据式（１０），方程（８）可变为

Ω０
Δｔ
（Ｕｔ＋１０ －Ｕｔ０）＋αｔＲＨＳ（Ｕ

ｔ＋１
ｉ ｜ｉ＝０．３）＋

（１－αｔ）ＲＨＳ（Ｕ
ｔ
ｉ｜ｉ＝０．．３）＋

３

ｉ＝０

ｆ
Ｕｉ
ΔＵｉ＝０

（１２）
　　按照牛顿法思想，求解原非线性方程（８）变成了
一系列线性方程求解的过程。将式（８）代入到式（１２）
中，重新整理后可得

－［
Ω０
Δｔ
（Ｕｔ＋１０ －Ｕｔ０）＋αｔＲＨＳ（Ｕ

ｔ＋１
ｉ ｜ｉ＝０．３）＋（１－

αｔ）ＲＨＳ（Ｕ
ｔ
ｉ｜ｉ＝０．．３）］＝αｉ

３

ｉ＝１
［０．５（

ＦＩｉ
Ｕｉ

－｜Ａ０，ｉ｜）×

Δｌ０，ｉ］ΔＵｉ＋［
Ω０
Δｔ
Ｉ＋αｔ

３

ｉ＝１
０．５（

ＦＩ０
Ｕ０

＋｜Ａ０，ｉ｜）Δｌ０，ｉ－

Ω０
Ｈ０
Ｕ０

－υｔΩ０
ＦＶ０
Ｕ０
］ΔＵ０ ＝ＪΔＵ （１３）

式中，Ｕ为守恒变量的向量形式，包含０、１、２、３四个单
元的守恒变量，ΔＵｉ＝Ｕｔ＋１ｉ －Ｕｔｉ（ｉ＝０，１，２，３）。

可以看出，每次迭代时，等式的左侧为已知值，右

侧 ΔＵｉ为待求的未知数。由此，问题变为右端项的系

数矩阵是否能够理论得到，或进一步等价为无粘性通

量、黏性通量和源项的雅可比矩阵（即 ＦＩ／Ｕ，ＦＶ／

Ｕ以及 Ｈ０／Ｕ）是否有解析表达式。如果有，则其
逆阵可求，进而迭代过程（１３）的计算变为可能。式
（１３）中 Ｉ是一个 ３×３的单位阵。利用 Ｒｏｅ格式计算
无粘性通量时，易得

ＦＩ

Ｕ
＝

０ ｎｘ ｎｙ
（ｃ２－ｕ２）ｎｘ－ｕｖｎｙ ２ｕｎｘ＋ｖｎｙ ｕｎｙ
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









ｙ

（１４）
源项和黏性通量的雅可比矩阵可推求为
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＝
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
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（１５）
最后总体雅可比矩阵 Ｊ应该是个（Ｎ ×３） ×（Ｎ

×３）的稀疏阵，Ｎ这里指总的单元数，每个单元都是
一个小的３×３矩阵。矩阵中使用的 ｕ，ｖ，ｈ及梯度都
取单元中心点的值。方程（１１）迭代过程最后变成为

Ｕｔ＋１
Ｓ＋１
Ｕｔ＋１

Ｓ
－Ｊ－１［

Ω０
Δｔ
（Ｕｔ＋１０ －Ｕｔ０）＋

ＲＨＳ（Ｕｔ＋１ｉ ｜ｉ＝０．３）＋ＲＨＳ（Ｕ
ｔ
ｉ｜ｉ＝０．３）

２
］ （１６）

Ｊ的逆阵可使用 ＬＵ分解，也可以使用某些商用
程序，例如 ＩｎｔｅｌＭＫＬＰＡＲＤＩＳＯ。迭代的终止条件可
用Ｌ２范数来衡量，即当Ｌ２小于某规定的误差限时，迭

代被认为收敛，这里定义 Ｌ２＝［１
Ｎ

Ｎ

ｉ＝１
（ΔＵＳｉ）

２
］
１
２。

３　算 例

３．１　斜水跃问题
斜水跃问题由于存在解析解，因此常被用作验证

激波捕捉数值方法的标准算例之一
［１］
。计算在一个

４０ｍ×３０ｍ区域展开，其中底侧边墙在（１０，０）处向东
北向呈８．９５°收缩，底部高程为 ０。初始条件是 ｈ＝１
ｍ，流速 ｕ＝８．５７ｍ／ｓ，ｖ＝０ｍ／ｓ。由此可计算 Ｆｒｏｕｄｅ

数 Ｆｒ＝ 槡ｕ／ ｇｈ＝２．７４。整个计算区域由 ４０７５２个三
角形单元组成，计算结果见图 １。计算达到稳定之后，
激波线夹角约为３０°，下游边界平均水深 １．４９９８２ｍ，

３８
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流速７．９５５０４ｍ／ｓ，这和 Ｈａｇｅｒ［９］等人的理论预测值
ｈｄ＝１．４９９８４ｍ，ｕ＝７．９５３０８ｍ／ｓ，βＪ＝３０°非常接近。
计算选取时间步长为０．０１ｓ，若采用显格式，其 Ｃｏｕ－
ｒａｎｔ约为１．５。Ｌ２选为０．００１，一般迭代 ３～４次即可
收敛。

３．２　二维局部溃坝问题
此算例在一个２００ｍ×２００ｍ的平整区域，坝址设

在１００ｍ处，水库上游初始水位为 １０ｍ，下游初始水
位为５ｍ，左右两侧为墙边界，堤坝在 ｙ为 ８０～１７０ｍ
之间瞬时溃决，即溃坝裂口宽 ９０ｍ，水流从溃决口向
下溃决后形成一个激波运动。假设底部光滑，上游流

量边界为０，下游为自由出流边界。整个区域使用 ２２
８６２个三角单元，计算步长取为 ０．１ｓ，对应的 Ｃｏｕｒａｎｔ
数约为１．２，隐格式迭代５次左右，Ｌ２范数可以收敛到
０．００１以内。图２显示８ｓ后的溃坝水流传递的情况。
本文计算结果和 Ｖａｌｉａｎｉ等人结论基本一致［１，１０］

，但本

文提出的隐格式对计算步长的依赖要比显格式小得

多，显示出良好的计算稳定性。

图 １　斜水跃的水面轮廓（单位：ｍ）

图 ２　溃坝 ８ｓ后的水面轮廓（单位：ｍ）

４　结 论

针对溃坝水流激波间断解的特性，本文采用非结

构化网格有限体积法，提出一个 Ｇｏｄｕｎｏｖ型具有二阶
精度的全隐格式算法。其中无黏通量的计算采用 Ｒｏｅ
近似黎曼算子，采用 ＭＵＳＣＬ重构及限制器的方法获

得空间二阶精度，源项的处理考虑静水平衡。时间积

分采用二阶精度的隐格式。在非线性浅水方程在离散

化以后，雅可比矩阵的解析形式可理论推得，因而可以

采用牛顿 －拉夫逊方法进行迭代求解。经验证，该模
型具有良好的数值稳定性，模型所得的计算结果合理

可靠，此计算格式具有高精度的间断捕捉能力。
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