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考虑桩顶水平反力的水平受荷单桩弹塑性解析解

黄 朝 煊，王 贺 瑶

（浙江省水利水电勘测设计院，浙江 杭州 ３１０００２）

摘要：基于线性地基反力法和土体的弹塑性本构关系，对桩顶水平反力系数不为零时的水平受荷桩进行了研

究，给出了桩顶土屈服临界荷载（水平力、弯矩）的耦合关系式。研究结果表明，当荷载大于临界荷载时，桩顶

土发生塑性屈服，其塑性屈服深度随荷载的增加而增加，但其塑性区扩展速率随桩顶荷载的增加而逐渐减小。

给出了弹性区与塑性区桩内力耦合的矩阵方程及其迭代求解格式；利用曲面拟合软件给出了塑性区换算深

的计算公式。通过工程算例验证，证明该方法可靠快捷，便于手算，值得推广。
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　　水平受荷单桩变形计算的地基反力法主要有：常
数法

［１］
、桩基规范推荐的经典 ｍ法［２］

、港口工程桩基

规范中提出的 ＮＬ法［３］
、龚晓南等基于幂函数反力提

出的弹塑性数值分析法
［４］
、Ｍａｔｌｏｃｋ等提出的 ｐ－ｙ曲

线法以及吴恒立提出的双参数法等
［５－６］

。以上方法各

有优点与不足，常数法未考虑地基反力系数随土层深

度变化的影响，与工程实际差别较大；规范推荐的经典

ｍ法虽考虑地基反力系数随土层深度的线性关系，但
未考虑桩顶土层地基反力的影响，即认为桩顶土层地

基反力为０，与工程实际中碎石垫层等刚性薄层的增
强抗力作用不符；ＮＬ法虽考虑土层反力随土层深度和
水平变位幂函数的关系，较经典 ｍ法的线性关系有较
大改进，但仍未考虑桩顶土层地基反力的影响，并且文

献［３］中仅仅考虑水平作用力影响，未考虑弯矩耦合
的情况；ＧＵＯＷ．Ｄ［４］、ＨＳＩＵＮＧ［５］考虑土层塑性变形的
影响，但仍假定弹性段土反力与水平位移成线性关系，

也未考虑桩顶土层地基反力的影响；龚晓南等考虑土

层塑性变形的影响，并考虑了弹性段土的反力与水平

位移成幂函数关系，但未能给出解析计算式，不便于工

程设计人员应用推广；Ｍａｔｌｏｃｋ等提出的 ｐ－ｙ曲线法
以及吴恒立提出的双参数法等不仅未考虑地表处土反

力的影响，且计算同样复杂，只能用数值方法求

解
［７－８］

，未给出解析计算式，不便于工程设计人员应用

推广；黄朝煊对规范推荐的经典 ｍ法进行了系统深入
的总结，给出了半刚性桩和柔性桩的剪力、位移、弯矩

等的简洁解析计算式，便于工程实际应用
［９］
，黄朝煊

基于弹塑性理论，分析了土层反力系数对柔性桩桩身

响应的影响，认为当桩侧土反力系数为非减函数时，对

桩身响应起主导作用的桩侧土深度为 １．２５／α（α为桩
特征值），即桩侧土在 １．２５／α深度以下时，土反力系
数的分布状况对桩身响应影响不大（＜１．７％）［１０］。

基于以上研究，笔者试图考虑桩顶土反力并结合

桩侧土简化弹塑性本构关系，对水平受荷单桩计算进

行深入研究，以便工程设计人员应用推广，提高设计效

率。

１　水平受荷单桩弹性解析解

１．１　线性反力下柔性桩弹性解级数解法
桩顶土反力系数不为零时，水平受荷单桩计算简

图如图１所示。
桩身弹性理论的平衡微分方程为

ＥＩｙ（４） ＋ｋｂｙ＝０ （１）

式中，ＥＩ为桩的抗弯刚度，ｙ为桩身水平位移，地基反
力系数取线性函数，即 ｋ＝ｍ（ｘ＋ｘ０）。

当桩顶水平位移小于土体的屈服位移ｙ 时，笔者
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采用微分方程的级数解法求解方程（１），推导得弹性
理论下柔性桩的通解为
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图 １　桩顶土反力系数不为零时水平受荷单桩计算简图
　　其中，柔性桩换算深度 Ｘ＝αｘ，直线反力系数法

的桩特征值 α＝（ｍｂＥＩ
）
０．２
，参数 ｙＸ、φＸ、ＭＸ、ＱＸ分别为

桩身换算深度 Ｘ处的水平位移、转角、弯矩及剪力，参
数函数 Ａｉ、Ｂｉ、Ｃｉ、Ｄｉ均为关于深度无量纲量 Ｘ的快速
收敛一元级数函数（取前５项计算精度大于９９．８％）。
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其他参数为
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１．２　基于拟合理论和虚拟桩法的弹性解析解
依据文献［１－２］，地面以下任意一深度 Ｘ桩身的

位移与应力为

ｙｚ ＝
１
α３ＥＩ

［ＡｙＨΔ ＋Ｂｙ（αＭΔ）］
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其中，系数 Ａｉ、Ｂｊ是桩的换算深 αｘ的函数，由公式（３）
计算，待定参数 ＭΔ、ＨΔ由桩顶边界条件确定。当桩的
换算深 ａｘ∈ （０，２）时，可通过 ＣｕｒｖｅＥｘｐｅｒｔ软件拟合
分析得到，该软件能自动在几十种不同类型函数（有

理函数、幂函数、指数函数等）中选取相关系数最大的

最优拟合函数（当然还有考虑到函数表达式的简洁实

用），得到高精度的数学拟合计算公式

Ａｙ ＝２．４６－１．８０８Ｘ＋０．３２３５Ｘ
２
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２
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　　依据桩顶 Ｘ＝Ｘ０处满足水平力、弯矩等边界条
件，联立两方程得
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式中，ＭΔ、ＨΔ为弹性通解方程（４）的待定参数，解得
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（８）
式中，ｙ０为桩顶水平位移，Ｍ０、Ｈ０为桩顶弯矩和剪力。

１．３　塑性区解析解
ＧＵＯＷ．Ｄ．给出了土体水平受荷下弹塑性屈服模

型
［４］
，在塑性阶段土体的反力为常数，Ｈｓｉｕｎｇ建议黏

土的屈服位移取
［５］

ｙ ＝２０εｃｂ （９）
式中，εｃ为应变，可根据土的状态取值，一般为 ０．００５
～０．０２。
依据弹性理论，桩顶水平变位大于土屈服位移 ｙ

时，需考虑塑性区变形影响，当桩顶层土刚好屈服，即

８６
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公式（９）左右两边相等时，即为发生塑性屈服的临界
情况，此时桩顶荷载（弯矩、剪力）满足以下耦合关系

α３ＥＩｙ

Ｈ０
＝［Ａｙ　Ｂｙ］Ｘ０

ＡＱ ＢＱ
ＡＭ Ｂ[ ]

Ｍ
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Ｘ０

１
（αＭ０／Ｈ０

[ ]
）

（１０）
　　图 ２为桩顶层土处于临界屈服状态时参数
Ｈ０／α

３ＥＩｙ 与 Ｘ０、α（Ｍ０／Ｈ０）之间的关系，可见桩顶水
平反力系数越大，对阻止桩顶水平变形就越有利。

图 ２　桩顶层土处于临界屈服状态时参数

Ｈ０／α
３ＥＩｙ，Ｘ０，α（Ｍ０／Ｈ０）之间的关系曲面

塑性区解析解分析时取桩顶为原点，设塑性区换

算深为 Ｘｐ，对于塑性区满足微分方程

ＥＩｄ
４ｙ
ｄｘ４
＋ｍ０（ｘ０＋ｘ）ｂｙ

 ＝０ （１１）

式中，各参数意义见关于公式（１）的解释，土屈服位移
ｙ 为常数，其中边界条件为：① 位移协调ｙ｜ｘ＝０＝ｙ０；

② 转角协调ｄｙｄｘ
｜ｘ＝０ ＝φ０；③ 弯矩协调 －ＥＩｄ

２ｙ
ｄｘ２
｜ｘ＝０

＝Ｍ０，④ 剪力协调 －ＥＩ
ｄ３ｙ
ｄｘ３
｜ｘ＝０ ＝Ｑ０。

塑性区无量纲解析解为

ｙ
ｙ
＝－（１

５！
Ｘ５＋１

４！
Ｘ０Ｘ

４
）＋１
３！
Ｋ３Ｘ

３－

１
２！
Ｋ２Ｘ

２－Ｋ１Ｘ＋Ｋ０

φ
αｙ

＝－（１
４！
Ｘ４＋１

３！
Ｘ０Ｘ

３
）＋１
２！
Ｋ３Ｘ

２－

Ｋ２Ｘ－Ｋ１
Ｍ

α２ＥＩｙ
＝（１
３！
Ｘ３＋１

２！
Ｘ０Ｘ

２
）－Ｋ３Ｘ＋Ｋ２

Ｑ
α３ＥＩｙ

＝（１
２！
Ｘ２＋Ｘ０Ｘ）－Ｋ





















３

（１２）

　　式中，Ｋ０、Ｋ１、Ｋ２、Ｋ３为塑性区解析解积分参数，可
由桩顶边界条件及弹塑性交界面耦合条件联立求解；

换算桩深 Ｘ＝αｘ，塑性区换算深 Ｘｐ ＝αｘｐ，桩顶满足

弯矩、剪力外荷载边界条件，同时满足弹塑性边界处的

屈服位移条件和内力连续性条件。

１．４　弹塑性耦合方程及其求解
依据桩顶荷载条件、弹塑性边界上的位移屈服条

件、弹塑性边界上内力连续性条件以及长桩足够深处

的响应（水平位移、转角）为 ０条件，得到以下弹塑性
耦合方程
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其中，
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分块矩阵分别为
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（１５）

　　式中，Ｘ０、Ｘｐ、Ｋ０、Ｋ１、Ｋ２、Ｋ３等参数意义同上文，新
的待求未知量为塑性区换算深 Ｘｐ，塑性区积分参数
Ｋ０、Ｋ１、Ｋ２、Ｋ３，弹性区解析解参数 Ｍｙ、Ｍφ、ＭＭ、ＭＱ，以

９６
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及桩顶水平位移 ｙ０、桩顶转角 φ０，共有 １１个待求未
知数，并有１１个方程（矩阵方程（１３）含 １０个方程，加
上弹塑性边界屈服条件方程（１６）），可采用迭代算法
求解以上非线性方程。

参数向量 ［Ｍｙ　Ｍφ　ＭＭ　ＭＱ］
Ｔ ＝

－ １
ａｙ
［Ｘｙ　Ｘφ　ＸＭ　ＸＱ］

Ｔ
，参数 Ｘｙ、Ｘφ、ＸＭ、ＸＱ含义

见公式（２）。
一般认为柔性长桩足够深 Ｘ∝ 处的水平位移与转

角均为０，其中式（１５）下标 Ｘ∝ 取值一般可为 Ｘ∝ ＝Ｘ０
＋Ｘｐ＋４，笔者通过计算分析认为取 Ｘ∝ ＝７便能满足
足够精度（当然 Ｘ∝ 越大对计算精度就越有利，但取值
太大会导致矩阵运算不便，取 Ｘ∝ ＝７便能达到９９．７％
以上精度），同时在塑性区换算深 Ｘｐ处水平位移等于

屈服位移 ｙ ，即

ｇ（Ｘｐ）＝［１　 －Ｘｐ　 －
Ｘ２ｐ
２！
　
Ｘ３ｐ
３！
］×

［Ｋ０　Ｋ１　Ｋ２　Ｋ３］
Ｔ－（１

５！
Ｘ５ｐ ＋

１
４！
Ｘ０Ｘ

４
ｐ）＝１

（１６）
其中记号函数 ｇ（Ｘｐ）等于方程式（１６）左边函数值，通
过迭代试算法求解。

笔者通过大量计算认为，用试算法求塑性区深度

Ｘｐ时的起始值可取 Ｘ
（０）
ｐ ＝０．５（ｙｅ／ｙ

 －１）０．５，其中 ｙｅ
为依据完全弹性理论公式（８）算得的桩顶水平位移；
将依据初始 Ｘ（０）ｐ 算得的参数向量 ［Ｋ０，Ｋ１，Ｋ２，Ｋ３］

（０）

代入公式（１６）左边函数 ｇ（Ｘｐ），若 ｇ（Ｘｐ）≠１，则取第

二次试算塑性区深度 Ｘｐ为 Ｘ
（１）
ｐ ＝ｇ（Ｘ（０）ｐ ）Ｘ

（１）
ｐ ；将依据

初始 Ｘ（１）ｐ 算得的参数向量 ［Ｋ０，Ｋ１，Ｋ２，Ｋ３］
（１）
代入公

式（１６）左边函数 ｇ（Ｘｐ），若 ｇ（Ｘｐ）≠１，则重复第三次

试算 塑 性 区 深 度 Ｘｐ 为 Ｘ（２）ｐ ＝ ｇ（Ｘ（１）ｐ ）Ｘ
（１）
ｐ ，直 至

｜ｇ（Ｘ（ｉ）ｐ ） －１｜＜０．０１则可近似认为Ｘ
（ｉ）
ｐ 即为待求的塑

性区深度值。该迭代求解过程简单快捷，工程师在

Ｅｘｃｅｌ中便能实现快捷迭代求解。

１．５　弹塑性耦合方程的定量分析
在给定桩顶层土水平反力系数的无量纲参数 Ｘ０、

无量纲塑性区深度Ｘｐ时，方程（１３）左边系数矩阵为常
数矩阵，右边向量是常数 ｆ１、ｆ２、ｆ３、ｆ４及荷载参数

Ｍ０／α
２ＥＩｙ、Ｈ０／α

３ＥＩｙ ，通过方程（１３）便能相应求出

荷载参数 Ｍ０／α
２ＥＩｙ、Ｈ０／α

３ＥＩｙ 满足的耦合条件，即
产生一定塑性区换算深下所需外荷载（桩顶水平力、

桩顶弯矩）的耦合关系。通过数值计算分析，得出桩

顶水平反力参数 Ｘ０分别为０，０．２，０．４，０．６时，产生不
同塑性区换算深 Ｘｐ（０，０．２，０．４，０．６，０．８，１．０）时桩顶

外荷载（剪力参数 Ｈ０／α
３ＥＩｙ ）所满足的关系，见图３。

图 ３　不同桩顶土反力参数时荷载耦合曲线

与塑性区无量纲深度关系

（１）桩顶水平反力参数 Ｘ０越大、桩顶荷载越小

（弯矩参数 Ｍ０／α
２ＥＩｙ 、剪力参数 Ｈ０／α

３ＥＩｙ ），则桩
侧土塑性区换算深 Ｘｐ越小；

（２）在桩顶水平反力参数 Ｘ０一定时，要使桩侧土

塑性区换算深Ｘｐ相同，则桩顶弯矩参数Ｍ０／α
２ＥＩｙ 与

０７
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剪力参数 Ｈ０／α
３ＥＩｙ 呈减函数关系，即桩顶弯矩参数

越大，则耦合剪力参数越小；

（３）随着塑性区深度的逐渐增大，桩顶处增加相
同外荷载时，导致塑性区深度的增加量逐渐减小，即塑

性区深度随桩顶荷载的扩展速率逐渐减小。

通过以上成果分析知，在桩顶水平反力参数 Ｘ０、
桩侧土塑性屈服换算深为 Ｘｐ时，桩顶弯矩、剪力荷载
耦合条件为

λＭ（
Ｍ０

α２ＥＩｙ
）＋λＱ（

Ｈ０
α３ＥＩｙ

）＝１ （１７）

　　式中，λＭ、λＱ是桩顶水平反力参数 Ｘ０、桩侧土塑
性屈服换算深 Ｘｐ的二元函数。

通过曲面拟合软件 ＴａｂｌｅＣｕｒｖｅ３Ｄ．Ｖ４．０软件，对
工程实践中常用范围内的参数 λＭ、λＱ进行多项式曲
面拟合得

λＭ ＝（－０．１３５Ｘ
３
０＋０．３０７Ｘ

２
０－０．３３３Ｘ０＋

０．６２７）Ｘ２ｐ ＋（０．６６７Ｘ
３
０－１．４６６Ｘ

２
０＋

１．４７９Ｘ０－１．７１８）Ｘｐ＋（－０．６８８Ｘ
３
０＋

１．５６８Ｘ２０－１．６５７Ｘ０＋１．６１５）

λＱ ＝（－０．１８８Ｘ
３
０＋０．４０４Ｘ

２
０－０．４００Ｘ０＋

０．４４４）Ｘ２ｐ ＋（１．０５２Ｘ
３
０－２．２８６Ｘ

２
０＋

２．１８４Ｘ０－１．７１０）Ｘｐ＋（－１．３２３Ｘ
３
０＋

２．９８６Ｘ２０－３．０５８Ｘ０＋２．４３１



















）

（１８）
　　将参数 λＭ、λＱ代入公式（１６），得到塑性区换算深
度 Ｘｐ与桩顶弯矩、水平剪力、桩顶土反力参数 Ｘ０三者
之间的三元函数关系

Ｇ２Ｘ
２
ｐ ＋Ｇ１Ｘｐ＋Ｇ０ ＝１ （１９）

其中参数：

Ｇ２ ＝（－０．１３５Ｘ
３
０＋０．３０７Ｘ

２
０－０．３３３Ｘ０＋０．６２７）×

　　 （
Ｍ０

α２ＥＩｙ
）＋（－０．１８８Ｘ３０＋０．４０４Ｘ

２
０－

　　 ０．４００Ｘ０＋０．４４４）（
Ｈ０

α３ＥＩｙ
）；

Ｇ１ ＝（０．６６７Ｘ
３
０－１．４６６Ｘ

２
０＋１．４７９Ｘ０－１．７１８）×

　　 （
Ｍ０

α２ＥＩｙ
）＋（１．０５２Ｘ３０－２．２８６Ｘ

２
０＋

　　 ２．１８４Ｘ０－１．７１０）（
Ｈ０

α３ＥＩｙ
）；

Ｇ０ ＝（－０．６８８Ｘ
３
０＋１．５６８Ｘ

２
０－１．６５７Ｘ０＋１．６１５）×

　　 （
Ｍ０

α２ＥＩｙ
）＋（－１．３２３Ｘ３０＋２．９８６Ｘ

２
０－

　　 ３．０５８Ｘ０＋２．４３１）（
Ｈ０

α３ＥＩｙ
）。

求解二次方程（１９），得桩侧土塑性区换算深为

Ｘｐ ＝
－Ｇ１＋ Ｇ２１－４Ｇ２（Ｇ０－１槡 ）

２Ｇ２
（２０）

　　求出 Ｘｐ后代入方程（１３），在 Ｅｘｃｅｌ中便能直接求
解线性矩阵方程（１３），得桩身、桩顶响应。限于篇幅，
本文未给出相应桩顶水平位移的数值查算表。

２　算例分析
Ｍｏｈａｎ等于１９７１年报道了一系列水平荷载桩的

现场试验结果
［５］
，其中

!

ＩＮ１桩为钢管桩，入土深度为
５．２５ｍ，直径为１０ｃｍ，桩特征值 １．６３１／ｍ，抗弯刚度
ＥＩ＝３１３．６ｋＮ·ｍ２，桩顶和桩底的约束条件均为自
由。桩周土的特性如下：０～３．３ｍ为砂土，相对密度
为７５％，孔隙比为４８％，密度为２．０５ｇ／ｃｍ３；３．３～６．０
ｍ为黏土，液限为 ４８％，塑限为 ２７％，塑性指数为
２１％。土层的反力系数 ｋ＝ｍ０（ｘ０＋ｘ），土的参数取

值 ｍ０ ＝２．４×１０
４ｋＮ／ｍ４，ｘ０ ＝０．３ｍ；土的屈服位移

ｙ ＝３．７５ｍｍ。水平力 Ｈ０ ＝４．９ｋＮ，力矩 Ｍ０ ＝０
ｋＮ·ｍ。

将本文理论解与实测解成果比较列于表１。
表 １　半经验弹塑性解析解与弹塑性数值分析法成果对比

ｍｍ

弹性理论

ｙ０－ｅ

本文弹塑性成果

土屈服位移 ｙ 弹塑性成果 ｙ０

实测

成果

６．４２ ３．７５ ８．３７ ８．９

由表１可知，Ｈｓｉｎｇ等在假定弹性段土反力与水
平位移成线性关系、塑性段土反力为常数的条件下，实

测桩顶位移为８．９ｃｍ，模型计算值为１０ｃｍ，比实测值
偏大１２．３５％；张磊、龚晓南等采用的幂函数反力系数
形式（文献［６］中未明确描述幂函数反力系数相关参
数是如何获得的）计算得到的桩顶位移为 ８．８ｃｍ［６］，
与实测值较接近，但桩身其余不同深度处位移与实测

值偏差相对较大；本文由于相关土层反力系数选择与

Ｈｓｉｎｇ、张磊、龚晓南存在差异等原因，所得弹塑性解的
桩顶位移８．３７ｃｍ，比实测值偏小６．３３％，基本满足工
程设计精度要求。笔者希望能结合现场试桩相关数

据，反分析出本文模型的相关参数，这样便能提高工程

设计的可靠性和计算精度要求。

３　结 论

本文基于地基线性反力法和土体的典型弹塑性本

构关系，对桩顶水平反力系数不为零时的水平受荷桩

进行了研究，主要得出以下结论。

（１）采用级数法给出长桩的弹性通解，基于拟合
理论和虚拟桩法给出了桩顶水平反力系数不为零时的

１７
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桩身位移、内力弹性解析解，为工程应用提供方便。

（２）基于土体的典型弹塑性本构关系，给出了桩
侧土发生塑性屈服时临界荷载（弯矩、剪力）的耦合条

件；当桩顶荷载大于临界耦合条件时，其塑性屈服区深

度随桩顶荷载的增加而增加，但其塑性区扩展速率随

桩顶荷载的增加而逐渐减小。

（３）给出了弹性区与塑性区桩内力耦合矩阵方程
及其迭代求解格式，利用曲面拟合软件给出了塑性区

换算深的计算公式，结合线性矩阵方程，可求得桩身内

力及桩顶处的水平位移。最后工程算例验证表明，该

法可靠快捷，便于手算推广。
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