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摘要：最小势能法是边坡稳定性分析的新方法，而滑面上储存的剪切势能是滑体系统总势能不可或缺的一部

分，因此针对任意形状滑面，提出一种考虑滑裂面上剪切势能的最小势能法。为验证改进后最小势能法的合

理性，将其与 Ｂｉｓｈｏｐ法从理论以及算例方面进行了对比分析。结果表明：改进后的最小势能法是合理且可行

的，可以用于边坡稳定性的评价；最小势能法无需划分条块及迭代，分析计算过程简洁，相比 Ｂｉｓｈｏｐ法有一定

的优势，便于在工程中推广应用。
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　　 边坡失稳引起的滑坡已成为世界三大自然灾害
之一，因此边坡的稳定性评价至关重要，许多学者对此

作出很多研究
［１－４］

，提出了多种边坡稳定性分析方法，

其中基于极限平衡理论的 Ｂｉｓｈｏｐ法在工程中的应用
最为广泛

［５－８］
。Ｂｉｓｈｏｐ法具有考虑了条间力以及安全

系数定义物理意义明确等优点，但对条间力作出了一

些可能与实际受力状态不相符的假设，同时需要迭代，

计算过程复杂。最小势能法是近年来发展起来的一种

新方法，它首先将滑体看作不变形的刚体，设定一个虚

位移，然后依据最小势能原理求出虚位移，根据力与位

移的关系直接得到滑面上的法向力，最后按照抗滑力

与下滑力的比值确定安全系数，评判坡体的稳定状况，

前期的研究成果表明了该方法的合理性和工程适用

性
［９－１２］

。相比于 Ｂｉｓｈｏｐ法，最小势能法具有以下优
点：① 从理论推导过程来看，最小势能法满足力的平
衡条件，理论推导更加严密。② 最小势能法不需要划
分条块，将滑体作为一个整体，减少了条间力的各种与

实际不完全相符的假设，并且可以直接求出法向力。

③ 最小势能法由于法向力求解的方便，最终给出了安
全系数的显式解，不需迭代，为编程计算提供方便。

在最小势能法理论的基础上，本文考虑了滑面上

储存的剪切势能，提出了一种计算任意形状滑裂面上

剪切势能的方法。为了验证改进后最小势能法的合理

性，本文从计算模型、法向力的求解、安全系数的定义

方面将最小势能法与 Ｂｉｓｈｏｐ法进行对比，并通过具体
的算例对比分析其对边坡稳定状况评价的可靠性，为

实际工程提供参考依据。

１　计算方法对比分析

１．１　改进最小势能法
如图１所示的边坡，滑面方程为 ｙ＝ｆ（ｘ），在建立

计算模型时需引入如下假定：滑体作为一个刚性体，滑

裂面上任意长度 ｄｌ上发生弹性变形，弹簧的劲度系数
ｋ与 ｄｌ成正比，即 ｋ＝ｍｄｌ（ｍ是土层的地基系数）；坡

图 １　改进最小势能法计算模型示意
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体在外力
→Ｒ＝（Ｒｘ，Ｒｙ）作用下产生一个虚位移

→ｄ＝
（ｄｘ，ｄｙ），此时系统所具有的势能最小。

由于滑裂面方程已知，则滑面上的外法线单位向

量
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（１）
　　 滑体储存的势能由弹性压缩势能以及剪切势能
组成，其中弹性压缩势能 Ｖｅ为

Ｖｅ ＝
１
２∫ｌｋ（→ｄ·→η）２＝ １

２∫ｌｍ（→ｄ·→η）２ｄｌ（２）

式中，ｄｌ为滑面上微分弧长。
滑裂面上的法向应力为

σ＝ｄＮｄｌ
＝ｍ（

→ｄ·→η）ｄｌ
ｄｌ

＝ｍ（→ｄ·→η） （３）

式中，ｄＮ为微面上的法向力。
采用莫尔库伦准则确定滑面上剪切应力，即

τ＝ｃ＋σｔａｎφ＝ｃ＋ｍ（→ｄ·→η）ｔａｎφ （４）
　　 设滑床剪切应变为 δ，剪切位移为 ｄ′，受剪应变扰
动的高度为 ｈ，则根据图１的几何关系可得

δ＝ｄ′ｈ
＝
→ｄ·（→－ｔ）

ｈ
（５）

　　则滑裂面上的剪切势能为

Ｖτ ＝
１
２∫ｖτδｄｖ＝

１
２∫ｌτδｈｄｌ＝

１
２∫ｌτδｄ′ｄｌ （６）

　　则滑体系统的总势能函数为

Ｖ＝Ｖｅ＋Ｖτ
→－Ｒ·→ｄ＝１
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　　根据最小势能原理，整个系统的势能最小时应有
Ｖ
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　　 解式（８）可得 ｄｘ、ｄｙ，然后将 ｄｘ、ｄｙ代入式（３）、
（４）便可求得滑裂面上的法向应力 σ和剪切应力 τ。

安全系数Ｆｓ定义为沿位移
→ｄ方向上的抗滑力Ｆａｎｔｉ

与下滑力 Ｆｓｌｉｐ和的比值
［１３］
，即

Ｆｓ ＝
Ｆａｎｔｉ
Ｆｓｌｉｐ

（９）

１．２　Ｂｉｓｈｏｐ法
Ｂｉｓｈｏｐ法将安全系数 Ｆｓ定义为各土条滑动面抗

剪强度之和 τｆ与实际产生的剪应力之和 τ的比
［１４］
。该

法假定各土条底部滑动面上的抗滑安全系数均相同，

并且考虑条间力的作用，如图２所示的边坡，圆弧形滑
面半径为Ｒ，将滑体划分成个ｎ条块，条块宽度为ｂｉ，不
考虑孔隙水压力，由莫尔库伦强度准可得滑裂面上的

抗剪力为

Ｔｉ＝Ｎｉｔａｎφ／Ｆｓ＋ｃｂｉｓｅｃαｉ／Ｆｓ （１０）
式中，Ｆｓ是坡体的安全系数；ｃ是土体的凝聚力；φ是土
体内摩擦角；Ｎｉ是土条的法向力；αｉ是土条滑动面 ｉ的
法线（亦即圆弧半径）与竖直方向的夹角。

由第 ｉ条块的静力平衡条件可得
Ｎｉｃｏｓαｉ＋Ｔｉｓｉｎαｉ ＝Ｗｉ＋Ｘｉ＋１－Ｘｉ （１１）

式中，Ｗｉ是土条 ｉ的重力；Ｘｉ是土条 ｉ左侧的切向力；
Ｘｉ＋１是土条 ｉ右侧的切向力。

图 ２　Ｂｉｓｈｏｐ法计算模型示意

联立式（１０）、（１１）可得
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其中，ｍα ＝ｃｏｎαｉ（１＋
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）

由对圆心的力矩平衡方程可得
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ｎ

ｉ＝１
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因此，可得坡体的安全系数表达式

Ｆｓ ＝
 １
ｍαｉ

ｃｂｉ＋Ｗｉｔａｎ[ ]φ

Ｗｉｓｉｎαｉ
（１４）

１．３　理论对比分析
从两种方法的计算模型来看，二者均假定滑体为

刚性体，但最小势能法假定坡体在滑裂面上发生弹性

压缩变形与剪切变形；Ｂｉｓｈｏｐ法假定条间力合力方向
平行于轴，这与坡体的实际受力状况可能不符，而最小

势能法将滑体作为一个整体，不存在条间力的假定。

从法向力的求解方式来看，最小势能法明显优于

Ｂｉｓｈｏｐ法。最小势能法将弹性地基梁模型引入坡体的

６４
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稳定性计算中，给出了安全系数的显式解，便于程序的

实现，而 Ｂｉｓｈｏｐ法给出的安全系数是隐式解，需要进
行迭代才能求解，并且编程时程序中需要使用循环语

句，给程序的编写带来困难。

从安全系数的定义来看，二者出发的角度不同。

Ｂｉｓｈｏｐ法将安全系数定义为各个条块滑裂面抗剪强度
之和 τｆ与实际产生的剪应力之和 τ的比值，实际是强
度折减的原理，而最小势能法采用抗滑力与下滑力的

比值作为安全系数定义方式。以上两种方法的安全系

数定义方式均具有明确的物理意义，Ｂｉｓｈｏｐ法由于考
虑了条间力增加了该方法的精确性，但是该种安全系

数的定义方式求解较为复杂并且会遇到数值分析问

题，而最小势能法采用的安全系数的定义方式可以避

免以上的问题，且适用于任意形状的滑裂面，应用范围

更广。

２　算例对比分析

如图１所示的边坡，滑面方程为 ｙ＝１４３．１７０２－

６３．１９０８２－（ｘ－５８．３８５２）槡
２
，坡高 ｈ＝２０ｍ，坡比 ｉ

＝１∶１．２５，Ａ、Ｂ点坐标依次为（６０，８０），（８５，１００），土
体物理力学参数分别为 γ＝１８．４ｋＮ／ｍ３，ｃ＝１５ｋＰａ，
φ＝２０°。

采用两种不同的方法分别计算，最小势能法所得

的安全系数为 １．１５８，Ｂｉｓｈｏｐ法所得的安全系数为
１．１６１，两种方法的计算结果非常接近，仅相差 ０．００３，
这说明改进后的最小势能法是可行且合理的，可以用

于边坡的稳定性评价。

为了进一步对比验证，本文采取控制变量法探究

单因子对坡体稳定状况的影响。其它参数不变，在不

同凝聚力情况下 Ｂｉｓｈｏｐ法和最小势能法的安全系数
见表１；在不同内摩擦角φ情况下 ，Ｂｉｓｈｏｐ法和最小势
能法的安全系数见表 ２；在不同坡比情况下 Ｂｉｓｈｏｐ法
和最小势能法的安全系数见表３。
表 １　不同凝聚力下 Ｂｉｓｈｏｐ法和最小势能法的安全系数

ｃ Ｂｉｓｈｏｐ法 最小势能法

５ ０．９６６ １．０５５
１０ １．０６３ １．１０８
１５ １．１６１ １．１５８
２０ １．２５８ １．２０５
２５ １．３５５ １．２４７

从表１～３可以看出两种方法计算的安全系数相
近，其中表 １中的数据最大相差 ０．１０８，最小相差
０．００３；表 ２中的数据最大相差 ０．１６７，最小相差
０．０３７；表 ３中的数据最大相差 ０．１８６，最小相差
０．００３，说明改进后的最小势能法适用于边坡的稳定性

分析，具有一定的可靠性。

表 ２　不同内摩擦角下 Ｂｉｓｈｏｐ法和最小势能法的安全系数

φ Ｂｉｓｈｏｐ法 最小势能法

１６ ０．９７６ １．１３５
１９ １．１１４ １．１５１
２２ １．２５６ １．１７８
２５ １．４０５ １．２３８
２８ １．５６１ １．４８８

表 ３　不同坡比下 Ｂｉｓｈｏｐ法和最小势能法的安全系数

ｉ Ｂｉｓｈｏｐ法 最小势能法

１∶１．２５ １．１６１ １．１５８
１∶１．５０ １．１６９ １．２７５
１∶１．７５ １．２１１ １．３２５

同时，从表１～３中数据可以看出，最小势能法与
Ｂｉｓｈｏｐ法所计算的安全系数仍然有些差别。作者认为
导致差别的原因主要有两个方面：① 二者的计算模型
不同，Ｂｉｓｈｏｐ法划分了条块，对条间力进行了假定，最
小势能法不划分条块，并且引入弹性地基模型进行分

析计算；② 二者的安全系数定义方式不同，Ｂｉｓｈｏｐ法
采用强度折减的方式进行安全系数的定义，而最小势

能法将所有力在滑动方向上投影所得的抗滑力与下滑

力的比值作为安全系数，必然导致计算结果不同。

３　结 论

最小势能法是基于系统平衡时势能最小的原理进

行边坡稳定性分析的一种方法，该法可以直接求解滑

裂面上的法向力，给出安全系数的显式解。本文提出

了一种可以求解任意形状滑面上储存剪切势能的方

法，并且将改进后的最小势能法与 Ｂｉｓｈｏｐ法从理论以
及算例方面进行对比分析，得到以下结论。

（１）最小势能法不用划分条块，无需迭代，计算简
便，这方面相比 Ｂｉｓｈｏｐ法存在一定的优势，便于在实
际工程中推广应用。

（２）改进后的最小势能法与 Ｂｉｓｈｏｐ法得到的安
全系数结果几乎是一致的，并且两种方法的安全系数

随着坡体力学参数以及几何参数的变化趋势相同，表

明改进后的最小势能法是合理且可行的，可以用于边

坡稳定性评价，具有好的工程实用价值。

（３）改进后的最小势能法与 Ｂｉｓｈｏｐ法的计算结
果仍存在一些差异，这种差异性主要由两种方法的计

算模型以及安全系数的定义方式不同导致的。
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